
3 双曲型偏微分方程式の解法 (2)：非線形問題
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3.1 Burgers方程式
非線形の偏微分方程式として以下のBurgers方程式を考えよう．

ここで は粘性項（拡散項）であり， であればこの方程式は双曲型偏微分方程式に分類される．線形移流方程式と異なり移流速度が に

依存する形になっている．例えば流体力学における音波の位相速度は振幅に依存し，有限振幅の音波は有限時間で衝撃波に発展する．Burgers

方程式はこれを簡単化したものと考えることができる．
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特性曲線

一般に

と書けるとき， を特性速度と呼ぶ．特性速度によって定義される

を特性曲線と呼ぶ．特性曲線に沿って物理量 が保存することは簡単に示すことができる．特性曲線に沿って一定となる量は特性量やRiemann

不変量などと呼ばれる． 線形移流方程式では で一定であるため，異なる特性曲線が交わることはない．一方でBurgers方程式では

であるため，一般には有限時間で異なる特性曲線が交わることになる．このとき数学的に一意な解が存在しない．数学的には有限の

粘性 があれば，それが局所的に散逸として働き不連続な衝撃波が形成する．

演習問題 3. 1 特性曲線に沿った物理量 の微分をとることによって，特性曲線に沿って が保存することを示せ．

を用いればよい．
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弱解

初期条件

が与えられたとき，積分形式

を考えると衝撃波の伝播速度 は以下の式で与えられる．

非粘性のBurgers方程式( , )について考えると， となることがすぐに分かる．

このように微分方程式の解のうち，滑らかな領域で微分形を満足し，不連続な領域も含めて至るところで積分形を満足する解を弱解（weak

solution）と呼ぶ．

演習問題 3. 2 上記の積分形式において では , では であることを用いて，衝撃波の伝播速度 を求め

よ．ただし積分区間 は（この区間に衝撃波を含むよう十分大きくとれば）任意である．

u(x, t = 0) = {
uL x < 0
uR x > 0

∫
x2

x1

dx(
∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
) = 0

S

S =
f(uR) − f(uL)

uR − uL

α = 0 f(u) = u2/2 S = (uR + uL)/2

x1 < x < St u = uL St < x < x2 u = uR S

[x1,x2]
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衝撃波解

Toro ( )2009
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膨張衝撃波解

Toro ( )2009
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膨張波解

Toro ( )2009
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エントロピー条件

一般に非線形双曲型偏微分方程式の弱解は一意には定まらないため，可能な複数の数値解から物理的に妥当な解を選択しなければならない．

例えば流体力学の場合には熱力学第2法則からエントロピーが増大することが要請され，これから膨張衝撃波解は物理的に棄却される．

数学的な意味でのBurgers方程式には「エントロピー」は存在しないが，便宜的に「エントロピー」を導入することで膨張衝撃波解を棄却

し，解の一意性を担保することができる．

詳細な議論は適当な教科書に譲るとして，直感的には不連続な弱解があるとき， 特性線が不連続に収束する （不連続から特性線が湧き出さ

ない）ことをエントロピー条件として考えればよい．Burgers方程式やEuler方程式を始めとするconvexな流束関数( )について考え

ると，これは以下のように表すことができる．

具体的にBurgers方程式の場合には

がエントロピー条件となる．膨張衝撃波はこれを満たさないことは明らかである．

Lax-Wendroffの定理：保存形の数値計算スキームを考えるとき，数値解が収束するならば，元の微分方程式の弱解に収束する． ただし（膨

張衝撃波も弱解の1つなので）収束する解が物理的な解とは限らず，エントロピー条件を満たす物理的な解に収束するようなスキームを選択

する必要がある． いずれにしても，非保存形のスキームは一般に衝撃波速度を正しく与えないので，衝撃波（やそれに類する不連続面）が

重要になる問題では保存形スキームがほぼ必須となっている．

f ′(u) > 0

f ′(uR) ≤ S ≤ f ′(uL)

uR ≤ S ≤ uL
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1次精度風上差分法

簡単のため および を仮定しよう．このとき風上差分でも以下の3通りが考えられる．

スキーム(A)は

のように保存形に書き直すことができる．ここで

が数値流速である．一方でスキーム(B)(C)は保存形で書くことはできない．
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(A): 衝撃波も膨張波も正しく捉えられている．

(B): 衝撃波が動いていない

(C): 衝撃波速度が正しくない．膨張波もできていない．
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2段階Lax-Wendroffスキーム

Lax-Wendroffスキームは基礎方程式を使ってTaylor展開の時間微分を空間微分に置き換えるスキームであったが，これは一般の方程式の扱いに

は不便なのでもう少し扱いやすくしたい．一般の保存形数値解法

において

と近似しよう．これを2段階Lax-Wendroffスキームと呼ぶ．このスキームであれば方程式の具体的な形に依存せず適用することが可能である．

粘性あり（ ）のBurgers方程式に適用するには

として求めた数値流速を用いればよい．ただし，${i+1/2} = |u{i+1} - u_{i}| 0.1$で人工粘性の強さをコントロールする．
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滑らかな初期条件の場合
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3.2 Euler方程式
Euler方程式（圧縮性流体力学の支配方程式）は質量・運動量・エネルギー保存則から次のように書き表される．

ここで

は流体の全エネルギー密度， は比熱比である．

式( )は非線形連立双曲型保存則(System of Nonlinear Hyperbolic Conservation Laws)の実用的に重要な例の一つである．ここで

の方程式はそれぞれ質量保存則，運動量保存則，エネルギー保存則を表す．
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演習問題 3. 3 一様で静止した流体を平衡状態とし，これに対する微小摂動を考えることにより音波の分散関係 が得られることを

示せ．ただし， は音速である．

演習問題 3. 4 Euler方程式のエネルギー保存則を書き換えると断熱の条件（流体素片の運動に沿ってエントロピーが一定）

が得られる．このことを示せ．

演習問題 3. 5 Euler方程式の固有モードには，音波以外にエントロピー波と呼ばれるモードが存在する．これは密度は非一様で圧力が一定

（すなわちエントロピーが非一様）の構造が流体に流されているものと考えることができる．具体的に , の条

件のとき，

であればEuler方程式が満たされることを示せ．

ω2 = k2C 2
s

Cs =√γp0/ρ0

d

dt
(

p

ργ
) = 0

v = v0 = const p = p0 = const

d

dt
ρ = 0
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有限振幅の音波

簡単のためエントロピー が一定と仮定しよう．Euler方程式を書き直すと以下の2式が得られる．

ここで は定数でないことに注意．さらに を で書き換えると

となり， が以下で定義される特性曲線に沿って一定となる（すなわちRiemann不変量である）ことが分かる．

演習問題 3. 6 式( )を示せ．
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J± = v ± 2Cs/(γ − 1)

dx
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= λ± = v ± Cs.

4.2.2
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音波の伝播と急峻化
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変数の個数の分だけ特性曲線および対応する不変量が存在する．

異なる不変量に関する特性曲線は互いに交わる．

微分方程式の解の一意性のため，一つの不変量に関する特性曲線は交わることはない．交わる場合は衝撃波（不連続面）が存在しなければな

らない．

Laney ( )1998
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3.3 Riemann問題
Sodの衝撃波管問題
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一般に保存則

において初期条件

が与えられたときの時間発展を求める問題をRiemann問題と呼ぶ．このとき固有値の数（すなわち変数の数）の分だけ から「波」が発生

する．この「波」の影響がおよぶ領域をRiemann fanと呼ぶ．

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0

u(x, t = 0) = {
uL x < 0
uR x > 0

x = 0

Toro ( )2009
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保存則を変形して

と書いておこう．ここで はこの系のJacobianである．このJacobianの固有値 および固有ベクトル を

によって定義する．固有ベクトルを並べた行列 を用いると，Jacobianを対角化できる．

さらに変数変換 を用いると，元の方程式は 個の独立な線形移流方程式

に書き直すことができる．ここで固有値 は の伝播速度（特性速度）を表しており，明らかに は特性量（Riemann不変量）である．

実際にはEuler方程式は非線形なので も の関数であるが，定性的な性質は変わらない．

一般に独立変数が 個ある方程式系では固有値・固有ベクトル（すなわち波動モードの数）も 個ある．全ての固有値（ ）が実数の方程式

系は双曲型保存則と呼ばれる．
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応用例1
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応用例2

圧縮性流体力学では一般に不連続な解が発生するため，セル境界における解の連続性を要請しないスキームが好まれる．セル境界での数値流束

が決められれば

から解を更新することができる．ここで各セル境界においてRiemann問題の近似解を使って数値流束を決定するのが一般的な手法である．

（Riemann問題の完全な解が必要なわけではなく，あくまでセル境界における数値流束だけが必要なことに注意．）

Laney ( )1998
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3.4 線形化されたRiemann解法

線形Riemann問題

線形Riemann問題ではJacobian が に依存しない．したがって，対角化の結果は時間・空間によらず常に同じ結果となる．特性量に書き換え

たRiemann問題は

となる．各特性量に関する線形移流方程式は互いに独立なので，線形Riemann問題の解はトリビアルに決まる．例えば独立変数の数が の

ときの解は下図の通り．

A u

v(x, t = 0) = {
vL = R−1uL x < 0

vR = R−1uR x > 0

n = 3

Laney ( )1998
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演習問題 3. 7 簡単な例として等温の状態方程式を採用した線形化されたEuler方程式を考えよう． 規格化された を独立

変数にとるとEuler方程式は以下のように書ける．

このときのJacobianに対応する固有値，固有ベクトルは以下の通りである．

これらを用いると，初期の左状態を ，右状態を とするRiemann問題の解が

で与えられることを示せ．

u = (δρ/ρ0, δv/Cs)

∂
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∂
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u = 0
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1
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(
δρL + δρR

2
+
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δvL − δvR

2
,
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2
+
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ρ0

δρL − δρR

2
,) −Cst < x < +Cst

(δρR, δvR) +Cst < x
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非線形問題への適用（Roe法）

一般に非線形問題ではJacobianが に依存するが，セル境界で局所的にJacobianを一定だと仮定すると，問題は局所的には線形になる．したが

って，線形Riemann問題の解を使って数値流束を

のように評価することができる．ただし

である．（証明は難しくはないが，長くなるのでここでは省略．） 数値流束の第1項は右状態と左状態のフラックスの単純な平均値，第2項は

拡散項として働くことが分かるだろう． したがって， はしばしば散逸行列（dissipation matrix）などと呼ばれる．

明らかに は不連続面の右状態と左状態に依存する： ．ここでRoe平均と呼ばれる右状態と左状態のある種の平均を用い

ると良い結果が得られることが知られている．この手法は一般にRoe法と呼ばれている．宇宙流体業界では一斉を風靡した手法である（らし

い）．

※ Roe法では非物理的な膨張衝撃波が生じることがあり，回避するためにエントロピー補正を導入する必要がある．

u

f̂ =
1

2
(f(uR) + f(uL)) −

1

2
|A| (uR − uL)

|A| = R|Λ|R−1 |Λ| ≡ diag(|λ1|, |λ2|, … , |λn|)

|A|

|A| |A| = |A(uL, uR)|
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Burgers方程式への適用

Burgers方程式において，右状態と左状態の単純な算術平均で

のようにJacobianを評価すれば，数値流束は以下のように評価できる．

ここで，各セル内で が一定と仮定すると

となり，このスキームが保存形の一次精度風上差分法「スキーム（A）」に一致することが分かる．
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2∣ ∣ ∣ ∣f̂ =
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2
[(fR + fL) −

|uR + uL|

2
(uR − uL)]

u

f̂i+1/2 =

⎧⎪⎨⎪⎩ (ui)
2

2
(

∂f

∂u
> 0)

(ui+1)2

2
(

∂f

∂u
< 0)

トップページに戻る

http://localhost:8080/index.html


3.5 HLL型Riemann解法

HLL平均

まずはHLL（Harten-Lax-van Leer）型のRiemann解法において最も基本的な考え方であるHLL平均を導入しよう． 何らかの方法で最大固有値

および最小固有値 が 求まったとして，それによって定まる以下の図のようなRiemann fanを考える．

基礎方程式を で積分すると，Riemann fan内部での平均として

が得られ，これをHLL平均と呼ぶ． ただし ， である．

演習問題 3. 8 HLL平均の式 を示し，これが基礎方程式やRiemann fanの内部状態に依存しないことを確認せよ．

λmax = SR λmin = SL

Toro ( )2009

[0,T ] × [SLT ,SRT ]

u∗ ≡
1

(SR − SL)T
∫

SLT

SRT

u(x,T )dx =
1

SR − SL

[SRuR − SLuL + fL − fR] (4.5.1)

fL = f(uL) fR = f(uR)

( )4.5.1
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HLL法

HLL型Riemann解法で最も基本的なものがHLL法である． HLL法ではRiemann fanの内部構造を無視し，物理量が常に一定と仮定する．この一定値

は当然ながらHLL平均 と一致するはずである．

この条件のもとで基礎方程式を で積分し，式 を用いると，数値流束は

で与えられる．（ で積分しても同じ結果が得られる．）

, と読み替えれば数値流束は常に

で与えられる．これがHLL法の数値流束である．流束の重み付き平均に散逸項 が付加されていることが分かる．

演習問題 3. 9 HLL法の数値流束が式 で与えられることを示せ．

u∗

[0, t] × [0, SRT ] ( )4.5.1

f̂ =

⎧⎪⎨⎪⎩fL 0 ≤ SL

1

SR − SL

[SRfL − SLfR + SLSR (uR − uL)] SL ≤ 0 ≤ SR

fR SR ≤ 0

[0, t] × [SLt, 0]

SL = min(0, SL) SR = max(0, SR)

f̂ HLL =
1

SR − SL

[SRfL − SLfR + SLSR (uR − uL)] (4.5.2)

uR − uL

( )4.5.2
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HLL法の数値流速は固有値の最大値および最小値さえ求まれば方程式系に依存しない．固有値分解が必要ないのは大きな利点である．最大・

最小固有値だけであれば比較的簡単に求まるが，固有値分解は解析的にも面倒だし数値的にも計算コストがかかる．例えばEuler方程式であ

れば最大・最小固有値は である．（ただし左状態・右状態で物理量は違うので任意性は残る．）

Riemann fanが左右対称，すなわち と書けるとする．これを代入すると

これはRusanov法(local Lax-Friedrichs法）などとも呼ばれる．HLL法よりも散逸を強く取り入れている（すなわちより安定になっている）

ことに注意しよう．

Riemann fanの内部構造を無視しているため，中間固有値に対応するモード（Euler方程式で言えばエントロピーモード）を解像できない．散

逸項が最大・最小固有値によって決まることを考えると，特に中間固有値と最大・最小固有値の差が大きいときには数値的な散逸を過度に取

り入れてしまう．

λmax/min = v ± Cs

c ≡ SR = −SL

f̂ LLF =
1

2
[fL + fR − c (uR − uL)] (*)
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HLLC法 (Euler方程式)

HLL法のRiemann fan内部で物理量が一定という仮定をやめて，内部構造を考えてみよう．一般にはRiemann fanの内部構造は方程式系に依存す

るので，どんな保存則にも使えるというHLL法の利点は失われてしまうが，それによって解像度が向上するのであれば一考の価値はあるだろ

う．ここでは下図のようにEuler方程式について中間固有値（エントロピーモード）を1つ考え，Riemann fan内部を2状態で近似してみよう．エ

ントロピーモードに対応する不連続は接触不連続面(Contact Discontinuity)なので，この2状態近似のRimeann解法は名前に”C”をつけてHLLC

法と呼ばれる．

Toro ( )2009
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HLL平均を求める手順と同様に，基礎方程式を で積分し，2状態近似を用いる（ では ,

では と仮定する）ことで以下の関係式が得られる．

また，一般にRiemann fanの左，右境界を挟んで以下の関係式が成り立つ．

演習問題 3. 10 式 を示せ．

演習問題 3. 11 基礎方程式を積分する際の検査体積 が1つの構造のみを含むように領域を選ぶ．このとき，構造の伝播速度

と および の間に以下の関係式が成り立つことを示せ．

式 はこの関係式から導かれる．

[0, T ] × [SLT , SRT ] SLt < x < S∗t u = u∗L

S∗t < x < SRt u = u∗R

S∗ − SL

SR − SL

u∗L +
SR − S∗

SR − SL

u∗R = u∗ (4.5.3)

f∗L = fL + SL(u∗L − uL)

f∗R = fR + SR(u∗R − uR)
(4.5.4)

( )4.5.3

[T1, T2] × [X1, X2]
S u f(u)

f(u) − Su = const.

( )4.5.4
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以上より， が与えられれば，数値流速は以下のように求まる．

ここまでは一般的に成り立つ議論であったが，Riemann fanの内部状態（ ）を求めるには仮定が必要になる．

Euler方程式では中間固有値がエントロピーモードに対応することを考えると，接触不連続面の性質から , と仮定し

てもよいだろう． このとき，式 の運動量保存則を用いて以下を得る．

これより は以下のように求まる．

同様に式 の質量保存則からは以下を得る．

S∗, u∗L, u∗R

f̂ HLLC =

⎧⎪⎨⎪⎩fL 0 ≤ SL

f∗L SL ≤ 0 ≤ S∗

f∗R S∗ ≤ 0 ≤ SR

fR SR ≤ 0

S∗, u∗L, u∗R

v∗L = v∗R = S∗ p∗L = p∗R

( )4.5.4

p∗L = pL + ρL(SL − vL)(S∗ − vL), p∗R = pR + ρR(SR − vR)(S∗ − vR).

S∗

S∗ =
pR − pL + ρLvL(SL − vL) − ρRvR(SR − vR)

ρL(SL − vL) − ρR(SR − vR)

( )4.5.4

ρ∗L = ρK

SL − vL

SL − S∗
, ρ∗R = ρK

SR − vR

SR − S∗
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以上でHLLC法に必要な情報は全て得られたので数値流束は求まることになる．

実用上は，Euler方程式の具体的な形を使って少し計算することで得られる以下の形式が便利である．

ただし， および である．

u∗K =
SKuK − fK + p∗KD∗

SK − S∗

f∗K =
S∗ (SKuK − fK) − SKp∗KD∗

SK − S∗

K = L, R D∗ = (0, 1, S∗)

トップページに戻る

http://localhost:8080/index.html


様々なHLL型Riemann解法（MHD方程式の場合）

内部構造の近似の仕方によって様々な変種が存在する．

最も簡単なHLL法以外は一般に方程式系に陽に依存する．

より正確に内部構造を考慮するRiemann解法は解像度は高いが，数値的には不安定になりやすい．

Miyoshi & Kusano ( )2005
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